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Zum Tensor-Begriff

Zunéchst:

Definition eines Tensors 1. Stufe, den wir oft als (Spalten)Vektor darstellen.
Spéter:

Verallgemeinerung auf Tensoren beliebiger Stufe, wobei Tensoren 2. Stufe,
auch Dyaden genannt, in der Festkorper—/Kontinuumsmechanik in Form der
Spannungs— und Verzerrungstensoren eine entscheidende Rolle spielen. Die
Verkniipfung solcher Tensoren 2. Stufe wird durch Angabe eines Material-
modells in Form von Tensoren 4. Stufe hergestellt.

Vektordarstellung

Wir beschreiben mit
X::xlﬁ—l—xgﬁ—i—...—&—xnﬁl (1)

einen (Spalten—)Vektor, wobei z; (mit i« = 1,...,n) als Koordinaten oder
Komponenten des Vektors X bzgl. einer beliebigen Basis fi...f,, bezeichnet
werden. Diese Basis soll orthonormal in R" sein und kann durch die Matrix

F:={fifa..fn} e R®™ (2)

dargestellt werden. Man nennt F orthogonal, weil F - FT = FT. F =TI,
also FT = F~! gilt; mit I als Einheitsmatrix.
Ebenso lésst sich

mit den Einheitsvektoren €, (mit ¢ = 1,...,n) angeben. Mit (1) und (2)
kénnen wir auch

il I
- €2 T2 - -
X=F. | |— | |=F'. X=F'.X (4)
Tn Tn

schreiben.



Darstellung in anderem Basissystem

Beziiglich einer weiteren orthonormalen Basis

G :={7Go..,} € R (5)
ergibt sich ebenso
z1 z1
foc |7 — |7 =6"% (6)
2 2

analog zu (4) mit zq, ..., z, als Koordinaten von X bzgl. {G1G2 - Gn}-

Transformation

Mit (6)2 und (4); lésst sich

21 1

i L

| #n ] xn

_zl_ X1 T <1

29 _ 4. 5'3.2 - 33.2 _ AT, 27.2 (7)
o o n

angeben, wobei A:=GT-Fund A- AT =G" - F-(GT - F)T = I gilt.
Dies entspricht also einer Transformation von Koordinaten—Vektoren bzgl.
ﬁ in Koordinaten—Vektoren bzgl. g;.

[1 22 ... 2,)" und [21 22 ... 2,]T sind die Koordinaten—Vektoren von X jeweils
bzgl. der Basen ﬁ und g;.

Definition

Der Vektor X ist ein Tensor 1. Stufe, weil seine Komponentendarstellung
vom Koordinatensystem abhéngt und dieser das obige Transformations-
erhalten (7) zeigt.

FEin Tensor 1. Stufe ist also festgelegt durch

i) die Angabe eines Koordinatensystems und

ii) die Komponenten bzgl. dieses Koordinatensystems.



Schlussfolgerung und Anmerkung

Fiir i = 1,2,3, also n = 3, befinden wir uns im EUKLIDischen Raum E3, der
unseren physikalischen Raum (in Weltkoordinaten) beschreibt. Damit, und
nur dann, stellen die Komponenten X; als Vektordarstellung [X; Xo X3]T
(ohne Angabe einer Basis) obigen Tensor dar und wir nehmen stillschwei-
gend €7, € und €3 als Basissystem an.

Verallgemeinerung

Die Herleitung einer solchen Transformationsbeziehung (7) lisst sich analog
auch fiir die Komponenten eines Tensors der Ordnung m im R” durchfiihren.
Diese ergibt sich allgemein zu

T , =A

11...tm iljl

A A

Tjy.jm » (8)
wobei die Komponenten der Transformationsmatrix A jeweils den sog. Rich-
tungscosinus {cos Z(€,, €)} fiir die Transformation der Komponenten 75, ;.
bzgl. einer Basis mit €; (mit [ = 1,...,n) in die Komponenten 7 .. bzgl
€, (mit k = 1,...,n) dargestellt wird. Auch in diesem verallgemeinerten Fall
ergeben sich fiir die Definition eines Tensors die oben genannten Bedingun-

gen !

1272 " im Jm

Fiir n = 3 hat A also insgesamt 3™ Komponenten.
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