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Dynamik:

Gleichgewicht: divσ = ϕẍ (Volumenkräfte weggelassen)

Verschiebungsrandbed.: u = ũ auf ∂Bu

Spannungsrandbed.: σ n = p auf ∂Bσ

∂Bu ∪ ∂Bσ = ∂B

mit: x = X + u ⇒ ẍ = ü

Näherungslösung durch Multiplikation mit Testfunktion η und Integration über B:

∫

B

η · divσ dV − ρ

∫

B

η · ü dV = 0 (1)

partielle Integration, Gauss‘scher Satz:

⇒ −

∫

B

∇η · σ dV +

∫

∂Bσ

η · p dA − ρ

∫

B

η · ü dV = 0 (2)
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(3)

⇒ Mü + R(u) = P

Die Dämpfung wird geschwindigkeitsproportional mit Hilfe einer konstanten Dämpfungs-
matrix C (Rayleigh-Dämpfung) beschrieben:

C := d1M + d2K (4)

C stellt sich somit als Kombination aus der Massen- und der Steifigkeitsmatrix dar.

⇒ M ü
︸︷︷︸

=a

+C u̇
︸︷︷︸

=v

+R(u) = P (5)

Mit den zu den Randbedingungen zusätzlich notwendigen Anfangsbedingungen u0 und
v0.

Mit Hilfe von (5) lassen sich auch die Anfangsbeschleunigungen

a0 = M−1[P − Cv0 − R(u0)] (6)

angeben, die für die algorithmische Formulierung benötigt werden:

Man+1 + Cvn+1 + R(un+1) = Pn+1 (7)

Implizite Lösung der Bewegungsgleichung (5) mit Hilfe des Newmark-Verfahrens:

Approximation von un+1 und vn+1:

un+1 = un + ∆tvn + (∆t)2

2
[(1 − 2β)an + 2βan+1]

vn+1 = vn + ∆t[(1 − γ)an + γan+1]
(8)

mit den Newmark-Parametern β und γ.

⇒ (M + γ∆tC)an+1 + R(an+1, un, vn, an) = Pn+1 − G(un, vn, an) (9)

(Beschleunigungsform)



Umformen von (8) liefert:

an+1 = α1(un+1 − un) − α2vn − α3an

vn+1 = α4(un+1 − un) + α5vn + α6an

(10)

mit: α1 = 1
β(∆t)2

, α2 = 1
β∆t

, α3 = 1−2β

2β
,

α4 = γ

β∆t
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γ

β
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γ

2β
)∆t.

(11)

Einsetzen von (10) in (7) ergibt eine nichtlineare Gleichung in der Unbekannten un+1:

G(un+1) = M [α1(un+1 − un) − α2vn − α3an]

+ C[α4(un+1 − un) + α5vn + α6an]

+ R(un+1) − Pn+1 = 0

(12)

Linearisierung von (12) zum Lösen mittels Newton-Iteration:

[α1M + α4C + KT (ui

n+1)]∆un+1 = −G(ui
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u
i+1
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mit der Tangente:
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∣
∣
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(13)

Anmerkungen:

• Das beschriebene Vorgehen ist hauptsächlich aus Hughes und Wriggers entnommen

• Folgende Newmark-Parameter liefern einen unbedingt stabilen Algorithmus:
β = 0.25
γ = 0.54

• Bei manchen Elementen oder zur Verbesserung der Geschwindigkeit wird die Mas-
senmatrix diagonalisiert, indem zeilenweise aufsummiert und die Summe auf die
Diagonale geschrieben wird (Lumped Masses) (z.B. elem106.m).


